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Abstract— Kinematic modelling represents an important issue in robotics, specially when dealing with legged
robots. In this paper, the kinematic model of a quadruped robot is derived. The model is equivalent to a that
of a parallel manipulator, where each leg can be seen as a manipulator. However, the model is extended to
consider that in one gait cycle some legs are in contact with the ground and others are not. With this approach
it is possible to better manipulate the positioning of each joint according to a fix coordinate system. In order to
obtain the inverse kinematics model, this paper presents as contribution the use of the extended Kalman filter as
optimizer in two different situations of the leg motion: unconstrained case, for the leg(s) in ballistic movement,
and constrained case, for the leg(s) in contact with the ground. This method was evaluated for locomotion in
plain and inclined surfaces. The results obtained with the kinematics model were satisfactory when implemented
in a point to point trajectory under a simulation, as well as in experimentation in a four legged platform with
three degrees of freedom each one.

Keywords— constrained kinematic modelling, legged robots, Kalman filtering.

Resumo— A modelagem cinemática representa um importante aspecto na robótica, principalmente no con-
texto de robôs com patas. Nesse artigo, o modelo cinemático de um robô quadrúpede é derivado. O modelo é
equivalente a um de manipuladores paralelos, em que cada pata é vista como um manipulador. No entanto, o
modelo é estendido no sentido de levar em conta que em um ciclo de marcha algumas patas estarão em contato
com o solo e outras não. Com essa abordagem, é posśıvel manipular melhor a posição de cada junta de acordo com
um sistema de coordenadas fixo. Para a obtenção do modelo cinemático inverso, este trabalho apresenta como
contribuição o uso de filtro de Kalman estendido como otimizador em duas situações de movimentação da pata:
sem restrição, para a(s) pata(s) em movimento baĺıstico, e sob restrição, para a(s) pata(s) em contato com o solo.
Esse método é avaliado para locomoção em superf́ıcies planas e inclinadas. Os resultados obtidos com o modelo
cinemático foram satisfatórios nas simulações com trajetórias ponto-a-ponto, assim como em experimentação em
uma plataforma a quatro patas com três graus de liberdade cada uma.

Palavras-chave— modelo cinemático sob restrição, robôs com patas, filtro de Kalman.

1 Introdução

Uma das maiores limitações de robôs com loco-
moção baseada em rodas é devida à necessidade
de manter todas elas em contato com o solo que
em geral deve ser localmente plano. Por outro
lado, robôs com patas articuladas precisam man-
ter apenas algumas de suas patas em contato com
o solo, além de serem destinados para locomoção
com poucas restrições de solo. Além disso, para
certos tipos de movimento como, por exemplo,
o galope, o equiĺıbrio pode ser mantido, mesmo
quando, por curtos peŕıodos de tempo, nenhuma
pata esteja em contato com o solo. Além do mais,
em terrenos irregulares e com uma grande quan-
tidade de obstáculos, os robôs com patas apresen-
tam vantagens na locomoção em relação aos robôs
com rodas.

Em todo o mundo, vários grupos de pesquisa
investigam o projeto de robôs com patas articula-
das baseando suas arquiteturas em protótipos bio-
logicamente inspirados (Guan et al., 2004). No en-
tanto, em geral, esses robôs possuem menos graus

de liberdade que os animais nos quais foi inspirado
e, por isso, são mais limitados quanto à movimen-
tação de suas patas. Para uma locomoção com es-
tabilidade cinemática ou dinâmica, faz-se necessá-
rio a geração sistemática e periódica de seqüências
de movimentos para as patas do robô. E ainda,
existem vários modos de locomoção, destacando-
se a caminhada, o trote, o meio galope, o galope
e a marcha. É importante frisar que alguns robôs
são capazes de alternar entre diferentes modos de
locomoção por meio de modelos h́ıbridos (Singh
and Waldron, 2007).

Diversos modelos cinemáticos foram empre-
gados com o intuito de se estudar por simu-
lação esses tipos de locomoção (Al-Zaydi and
Amin, 1997). Em alguns casos, aborda-se tam-
bém a questão do planejamento da trajetória do
corpo (Bai et al., 1999).

Neste trabalho, considera-se o modo de lo-
comoção caminhada de um quadrúpede, no qual
sempre há o contato de no mı́nimo três patas no
solo. No entanto, o foco do trabalho não está
na manutenção da estabilidade durante a loco-



moção, assunto este que é bem coberto na lite-
ratura (Papadopoulos and Buehler, 2000; Filho
et al., 2000). Em alguns trabalhos, até mesmo
o controle da altura do corpo é realizado (Jimenez
and de Santos, 1996). De fato, este trabalho lida
com um ńıvel ainda mais inferior da arquitetura
de navegação de robôs a patas, que é o de resol-
ver iterativamente e em tempo-real o modelo cine-
mático inverso do robô, permitindo-o realizar um
movimento especificado na forma de velocidade de
deslocamento do seu sistema de coordenadas. Tal
resolução leva em consideração restrições associ-
adas às patas que estão em contato com o solo,
assim como apresenta um modelo completo e com-
pacto, em que o contato ou não com o solo está
explicitamente embutido. Uma das contribuições
deste trabalho está no emprego de um filtro de
Kalman no processo de cálculo de modelo inverso
sob restrição. Este filtro, comumente empregado
na estimação de estados, tem sua aplicação neste
trabalho como otimizador. Neste sentido, a com-
putação das variáveis articulares do robô é feita
na forma de medições pelo filtro. Restrições de
contato das patas com o solo são explicitamente
consideradas na forma de pseudomedições.

2 Modelagem cinemática

A metodologia escolhida para obtenção dos mo-
delos cinemático e cinemático diferencial consiste
primeiro em modelar cada pata em separado e, em
seguida, considerar o corpo como um todo. Assim,
para obter modelo cinemático, também denomi-
nado de Modelo Geométrico Direto (MGD), cada
pata foi considerada inicialmente como um mani-
pulador robótico composto por três links conec-
tados por três juntas rotacionais e um end efec-
tor, formando a cadeia cinemática. O end efec-
tor corresponde à peça final da cadeia, ou seja, o
pé. A base do manipulador corresponde ao om-
bro e conecta a i-ésima pata ao corpo do robô
(i = 1, . . . , 4). A escolha da orientação dos eixos
de cada sistema de coordenadas foi feita segundo a
convenção de Denavit-Hartenberg, conforme mos-
trado na Figura 1.

O conjunto de variáveis das juntas da i-ésima
pata é escrito como

qi = [ qi,1 qi,2 qi,3 ]T = [ θi,1 θi,2 θi,3 ]T , (1)

em que θi,n, n = 1, 2, 3, representa o ângulo de
atuação na base da n-ésima junta. Portanto, a
plataforma possui um total de 12 graus de liber-
dade de atuação.

A posição e a orientação de um pé em rela-
ção ao ombro é então representada pela seguinte
matriz de transformação homogênea H0

3
(qi):

H0

3
= Hi,1(qi,1)Hi,2(qi,2)Hi,3(qi,3), (2)

Hi,n(qi,n) =

[

Rn−1

n tn−1

n

01×3 1

]

. (3)

A matriz Hi,n depende apenas de uma única
variável de junta, qi,n, e relaciona a posição e a
orientação do sistema de coordenadas da junta n

com outra (n − 1) dentro da cadeia cinemática.
A submatriz Rn−1

n corresponde à rotação dos sis-
tema de coordenadas da junta n em relação ao sis-
tema de coordenadas da junta (n − 1), enquanto
que o vetor tn−1

n indica o posicionamento relativo
entre suas origens. Apesar do uso de uma nota-
ção simplificada, vale ressaltar que a matriz Hi,n

também depende de constantes da geometria do
manipulador.

No caso da geometria do robô em estudo, tem-
se:

Hi,1 =









cos(θi,1) 0 sen(θi,1) L1cos(θi,1)
sen(θi,1) 0 −cos(θi,1) L1sen(θi,1)

0 1 0 0
0 0 0 1









,

Hi,2 =









cos(θi,2) −sen(θi,2) 0 L2cos(θi,2)
sen(θi,2) cos(θi,2) 0 L2sen(θi,2)

0 0 1 0
0 0 0 1









,

Hi,3 =









cos(θi,3) −sen(θi,3) 0 L3cos(θi,3)
sen(θi,3) cos(θi,3) 0 L3sen(θi,3)

0 0 1 0
0 0 0 1









.

A obtenção da posição do pé em relação ao
ombro a partir das variáveis das juntas consiste
no MGD e pode ser representado por

ξo
i = g(qi,λi) = H0

3
[0 0 0 1]T (4)

em que ξo
i = [ xi yi zi ]T são as coordenadas do

pé da i-ésima pata e λi = [ Li,1 Li,2 Li,3 ]T carac-
teriza as dimensões f́ısicas dessa pata.

Para a obtenção do vetor velocidade do pé a
partir das velocidades das juntas, basta derivar a
equação 4, o que resulta no Modelo Cinemático
Direto (MCD)

ξ̇
o

i = Ji q̇i, (5)

em que Ji é a matriz Jacobiana da i-ésima pata:

Ji =
∂g(qi,λi)

∂qi

.

O problema geométrico inverso, isto é, a ob-
tenção das variáveis das juntas a partir da posição
do pé é um problema de dif́ıcil solução anaĺıtica
devido à não-linearidade da matriz g(qi,λi) em
relação a qi. Neste trabalho, sua obtenção é feita
de forma iterativa, descrita na Seção 4.

Por outro lado, o problema cinemático inverso
pode ser obtido a partir da matriz inversa do Ja-
cobiano com a seguir:

q̇i = (Ji)
−1

ξ̇
o

i . (6)



(a) (b)

Figura 1: (a) Sistemas de coordenadas em uma pata. (b) Sentido positivo das variáveis das juntas.

Este modelo, denominado de Modelo Cinemá-
tico Inverso (MCI), apresenta problema numérico
no caso de Ji ser singular. Neste sentido, a me-
todologia por filtragem estocástica proposta neste
trabalho evita este problema de forma elegante,
conforme descrito também na Seção 4.

Com o intuito de simplificar a obtenção do
modelo cinemático do robô, adotou-se um sistema
de coordenadas no centro do robô, conforme mos-
tra a Figura 2. Pode-se observar que existe apenas
uma rotação e uma translação de coordenadas en-
tre os sistemas Xi,0 × Yi,0 × Zi,0 dos ombros e o
sistema Xc × Yc × Zc do robô. Assim, a posição
do pé em relação ao centro do robô é obtida por

ξi = Rc
0
ξo

i + tc
0
. (7)

Ao escrever as coordenadas dos quatro pés em
relação ao sistema de coordenadas do robô, pode-
se unir as quatro matrizes ξi em uma única matriz
ξT = [ξ

1

T ξ
2

T ξ
3

T ξ
4

T ]. Do mesmo modo, o
vetor q contém as variáveis de todas as juntas do
robô, e λ é o correspondente para os parâmetros
geométricos. Assim, o MGD é obtido diretamente
usando (4) e o MCD do quadrúpede fica reduzido
a uma única equação da forma

ξ̇ = J q̇, (8)

Figura 2: Sistemas de coordenadas dos ombros e
do corpo (comprimento W1 e largura W2)

sendo

J =
∂g(q,λ)

∂q
=









J1 03×3 03×3 03×3

03×3 J2 03×3 03×3

03×3 03×3 J3 03×3

03×3 03×3 03×3 J4









Naturalmente este modelo não considera as
restrições impostas pelas patas em contato com o
solo. Isto será tratado especificamente nas seções
a seguir.

3 Geração da trajetória

O gerador de trajetória tem por objetivo definir, a
cada instante de tempo discreto k, o vetor ξ∗

k que
contém as coordenadas desejadas para os quatro
pés. Portanto, o gerador é o responsável pelo pla-
nejamento da trajetória a ser seguida por eles, po-
dendo usar qualquer lei de geração. Diante disso,
enfatiza-se a necessidade de fazer uma distinção
a cada instante de tempo entre os pés que estão
em contato com o solo e os que estão em movi-
mento baĺıstico. Tendo em vista o modelamento
dessa dinâmica de movimento, define-se a seguinte
matriz

E =









e1 0 0 0
0 e2 0 0
0 0 e3 0
0 0 0 e4









,

com

ei =







1, se o pé da i-ésima pata estiver
em contato com o solo.

0, caso contrário.

O propósito desta matriz E é que ela seja atu-
alizada a cada instante k por meio de sensores de
toque colocados nos pés do robô, caracterizando
assim um sistema automático de atualização do
modelo. Contudo, a implementação dos sensores
no robô em estudo ainda não foi conclúıda, o que
nos leva a atualizar a matriz E periodicamente de
forma que o ciclo gere uma seqüência de passos



Figura 3: Alternância de estados da matriz E para
determinar a sequência de passos da caminhada do
quadrúpede.

caracteŕısticos de um movimento de caminhada
lenta de um quadrúpede (c.f., Figura 3). Nesta
Figura, Ej , j = 1, . . . , 4, representa o valor de E

para a j-ésima fase de um ciclo de marcha. Por
questão de simplicidade, os parâmetros escolhidos
para a lei de geração fazem com que o robô siga
uma trajetória em linha reta. No entanto, os al-
goritmos aqui apresentados não devem sofrer al-
teração para outras leis de geração.

A trajetória é planejada da seguinte maneira:

• Para a pata que irá avançar, o gerador esta-
belece ξ∗

k de modo que o pé descreva uma tra-
jetória senoidal no ar (movimento baĺıstico).
Sendo d a distância entre a posição inicial do
pé e o ponto final desejado, a altura corres-
pondente da senóide equivale a 1

5
de d.

• Para as patas restantes, o gerador estabelece
ξ∗

k de modo que seus pés descrevam uma tra-
jetória retiĺınea de comprimento d

3
em sentido

contrário ao sentido de locomoção do robô.

A Figura 4 mostra a seqüência de E para
a pata 1. As outras patas apresentam simples-
mente um deslocamento das fases, dependendo da
seqüência escolhida do movimento baĺıstico. No
mais, quando uma pata toca o solo, uma seguinte
entra em movimento baĺıstico não existindo assim
uma fase com as quatro patas no solo.

Figura 4: As quatro fases de um ciclo de marcha
da pata 1.

O próximo passo do processo consiste em de-
terminar as variáveis de juntas de forma que seja
obtida a postura ξ∗

k do robô. Neste sentido, res-
trições de contato com o solo devem ser explicita-
mente consideradas.

4 Otimização do movimento

Estabelecido o vetor ξ∗
k, o problema se resume

à determinação das variações que os ângulos das
juntas de cada pata deverão sofrer a cada instante
de tempo a fim de que os pés sigam a trajetória
desejada segundo a regra

qk = qk−1 + δqk
(9)

Portanto, o otimizador tem por objetivo en-
contrar o valor apropriado de δqk

de forma a mi-
nimizar a função de custo dada por

V (qk) = ‖ξ∗
k − g(qk,λ)‖

2
(10)

sob a restrição de igualdade

h(qk) = 0. (11)

Aqui a restrição se justifica pelo fato de os
três pés que estão em contato com o solo durante
o movimento baĺıstico da pata que avança preci-
sarem manter esse contato. Em outras palavras,
suas coordenadas devem satisfazer a equação do
plano determinada pelo solo:

axi + byi + czi = 1 (12)

em que a, b e c são os parâmetros do plano do
solo referentes ao sistema de coordenadas do robô,
sendo assim os mesmos para todas as patas em
contato. Observando que a restrição é imposta
apenas para os pés em contato com o solo e que
a matriz E indica quais são eles, pode-se escrever
h(qk) como

h(qk) = E (Ωp g(qk,λ) − 14×1) , (13)

em 1 é um vetor de uns e Ωp é dado por

Ωp =









[ a b c ] 01×3 01×3 01×3

01×3 [ a b c ] 01×3 01×3

01×3 01×3 [ a b c ] 01×3

01×3 01×3 0 [ a b c ]









O otimizador é obtido usando um filtro de
Kalman aplicado ao seguinte modelo estocástico:

{

qk = qk−1 + wk equação de processo
ξk = g(qk,λ) + vk equação de medição,

em que wk ∼ N(0, σ2

wI) e vk ∼ N(0, σ2

vI) são res-
pectivamente os rúıdos de processo e de medição.
A simples aplicação de um filtro de Kalman esten-
dido a este modelo resultaria em um conjunto de
equações similar ao algoritmo mı́nimos quadrados



(a) Pata sob restrição (b) Pata sem restrição

Figura 5: Evolução da configuração de uma das patas durante o movimento em plano inclinado.

recursivos com ganho normalizado (Ljung, 1999).
A aplicação do filtro resulta nos seguintes passos:

Predição:

q̂k|k−1 = q̂k−1 (14)

Pk|k−1 = Pk−1 + σ2

wI (15)

Correção:

G̃k = Pk|k−1J
T
k−1

(

Jk−1Pk−1J
T
k−1

+ σ2

vI
)−1

(16)

q̃k = q̂k|k−1 + G̃k

(

ξ∗
k − g(q̂k|k−1,λ)

)

(17)

P̃k =
(

I − G̃kJ
T
k

)

Pk|k−1 (18)

Deve ser observado pelas equações acima que
G̃k é calculado de modo similar ao algoritmo dam-
ped least squares, que minimiza os problemas cau-
sados pela singularidade da matriz JT

k−1
. No en-

tanto, aqui a função de parâmetro de amorteci-
mento é exercido pela variância σ2

v do rúıdo de
medição. Este aspecto torna a sintonia deste pa-
râmetro mais intuitiva, pois está relacionada di-
retamente com o valor inferior de V (qk). Quanto
menor este parâmetro, menor será V (qk). Por
fim, q̃k é uma estimativa para q∗

k = g−1(ξ∗
k,λ)

que não considera restrições impostas para as pa-
tas em contato com o solo. No sentido de conside-
rar as restrições de contato, usa-se o conceito de
pseudomedição, que é uma forma elegante de fazer
estimação estocástica sob restrição. Assim, o pró-
ximo passo consiste em aplicar as pseudomedições
de restrição, que respeitam o modelo:

{

0 = h(qk) + uk equação de pseudomedição,

em que uk ∼ N(0, σ2

uI) representa o rúıdo de pseu-
domedição. Se σ2

u = 0, a restrição é completa-
mente satisfeita.

Assim, o procedimento de aplicação de pseu-
domedição consiste em:

Correção pela pseudomedição:

Ak =
∂h(q̃k)

∂q̃k

(19)

Gk = P̃kA
T
k

(

AkP̃kA
T
k + σ2

uI
)−1

(20)

q̂k = q̃k − Gkh(q̃k) (21)

Pk =
(

I − GkA
T
k

)

P̃k (22)

Após este procedimento, q̂k é uma estimativa
de q∗

k = g−1(ξ∗
k,λ) que considera as restrições,

devendo ser aplicado aos eixos do robô.

5 Simulação

Toda a simulação foi realizada em MatLab c© com
base nas dimensões reais da plataforma cons-
trúıda, ou seja, L1 = 3 cm, L2 = 8, 5 cm e L3 = 7
cm para os parâmetros da pata e W1 = 27 cm e
W2 = 22, 5 cm para os parâmetros do corpo.

O algoritmo descrito na seção 4 mostrou-se
eficiente na resolução do problema tanto para o
caso da pata sob restrição quanto para o da pata
sem restrição. É posśıvel notar que, mesmo es-
tando os pontos fornecidos pelo gerador de tra-
jetória fora do plano do chão, o pé manteve o
contato devido a uma alteração da trajetória for-
çada pelo filtro de Kalman(c.f., Figura 5(a)). Já
para a pata em movimento baĺıstico, observa-se
uma grande proximidade da trajetória seguida
pelo pé em relação aos pontos desejados (c.f., Fi-
gura 5(b)). De fato, o erro de posicionamento
manteve-se inferior a 1,5 cm.

6 Experimento

O sistema de geração de movimento foi avaliado
experimentalmente em uma plataforma da qual
os modelos apresentados neste trabalho foram de-
rivados. Os três graus de liberdade de cada pata
são providos por três servomotores HITEC modelo
HS-755HB. Cada servo possui torque máximo de
11 kg·cm, sendo capaz de girar 60◦ em 0,28 s, e sua



(a) Vista em perspectiva (b) Vista por cima

Figura 6: Fotos do robô quadrúpede.

referência de posição é feita através de um sinal
PWM de freqüência 50Hz. Como nenhum motor é
idêntico ao outro, uma calibração é feita para um
ajuste fino do valor máximo e mı́nimo do ciclo de
trabalho que cada servo responde. Para gerar o si-
nal PWM, a plataforma possui um microcontrola-
dor ATMEGA8 da ATMEL responsável por cada
pata, portanto, controlando três servos. Os mi-
crocontroladores estão ligados em um barramento
de comunicação RS-485 e possuem, integrados ao
seu circuito, um regulador de tensão capaz de for-
necer a corrente necessária para mover os servos.
Um microcomputador IBM-PC conecta-se ao bar-
ramento RS-485 através da porta serial usando um
conversor RS-232/RS-485. Todos os cálculos de
movimento são realizados no IBM-PC em tempo
real, sendo enviados aos respectivos escravos ao fi-
nal de cada ciclo de cálculo a uma taxa de 115200
bauds. A resolução no posicionamento angular de
cada junta é de 0,706◦.

O experimento consistiu na realização de um
movimento de avanço, a uma altura constante com
relação ao solo. As fotos da plataforma quadrú-
pede em perspectiva e vista por cima são apresen-
tas nas figuras 6(a) e 6(b), respectivamente, e uma
seqüência de movimentos é mostrada na figura 7.
O que se observou com relação aos resultados de
simulação é que, no experimento, o robô não man-
tinha uma altura constante com relação ao solo,
embora o movimento das patas respeitasse tal res-
trição. No entanto, este resultado era esperado;
pois, no robô real, devido à ação da gravidade,
seu corpo tende a cair. No simulador, este aspecto
de modelagem dinâmica não foi considerado, uma
vez que o foco estava no aspecto cinemático e de
respeito a restrições, que é o contexto deste tra-
balho. Contudo, o movimento de avanço foi rea-
lizado com sucesso, visto que as patas realizavam

Figura 7: Sequência de movimentos da plataforma
quadrúpede.

rapidamente o deslocamento baĺıstico, diminuindo
assim o efeito de desequiĺıbrio dinâmico.

7 Conclusões

Neste artigo, o modelo cinemático inverso de uma
plataforma quadrúpede, considerando as restri-
ções associadas ao contato das patas com o solo,
foi resolvido com o uso de filtragem estocástica,
gerando um modelo simples e compacto. O fil-
tro de Kalman se mostrou eficiente na solução do
problema, fazendo com que a pata em movimento
baĺıstico seguisse a trajetória desejada e as patas
em contato com o solo respeitassem a restrição
imposta pela inclinação do terreno, conforme ob-
servado em simulações computacionais. Por fim,
os resultados foram testados em um robô real. A
locomoção do robô foi contemplada com sucesso,
validando a aplicação prática do modelo proposto.
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